Ubung “Grundbegriffe der Informatik”

16.12.2011
Willkommen zur neunten Ubung zur Vorlesung

Grundbegriffe der Informatik

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Matthias Janke
email: matthias.janke at kit.edu



Organisatorisches

» Anmeldung fiir den Ubungsschein nicht vergessen!
» Gestern waren 496 Personen angemeldet
» Da fehlen evtl immer noch ein paar Anmeldungen...

» Anmeldung iiber Studierendenportal:
http://www.kit.edu/studieren/2873.php



Organisatorisches

» Wie gehts weiter nach Weihnachten?

» Abgabe neuntes Ubungsblatt: 23.12.2011 oder friiher
» Abgabe zehntes Ubungsblatt: 13.1.2012 oder friiher
» Ubungen 10 und 11 an o.g. Terminen



Organisatorisches

» Webcast wird demnachst eingestellt
» Ab 2012 keine Ubertragung in -101
> VorIesung/Ubung nur direkt im HsaF



Uberblick

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil
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O-Kalkiil

Scheinbar gern benutzter Merksatz:
» g(n) € O(f(n)) bedeutet, dass f(n) schneller wichst als g(n).
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O-Kalkiil

Scheinbar gern benutzter Merksatz:
» g(n) € O(f(n)) bedeutet, dass f(n) schneller wichst als g(n).

» Dies fiihrt zu Uberlegungen wie:
n? wichst langsamer als 100n?, also gilt 100n? ¢ O(n?)
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O-Kalkiil

Scheinbar gern benutzter Merksatz:

» g(n) € O(f(n)) bedeutet, dass f(n) schneller wachst als g(n).
» Dies fiihrt zu Uberlegungen wie:

n? wichst langsamer als 100n?, also gilt 100n? ¢ O(n?)
» Das. Ist. Falsch.

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

Besser: f(n) € O(g(n)) bedeutet, dass es eine Konstante ¢ gibt, so
dass f(n) hochstens so schnell wachst wie cg(n).
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Besser: f(n) € O(g(n)) bedeutet, dass es eine Konstante ¢ gibt, so
dass f(n) hochstens so schnell wachst wie cg(n).

» Was muss fiir ¢ gelten?
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O-Kalkiil

Besser: f(n) € O(g(n)) bedeutet, dass es eine Konstante ¢ gibt, so
dass f(n) hochstens so schnell wachst wie cg(n).

» Was muss fiir ¢ gelten?

» Fiir welche n soll die Aussage gelten?
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O-Kalkiil

Besser: f(n) € O(g(n)) bedeutet, dass es eine Konstante ¢ gibt, so
dass f(n) hochstens so schnell wachst wie cg(n).

» Was muss fiir ¢ gelten? ¢ > 0

> Fiir welche n soll die Aussage gelten? ¥Vn > ng
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O-Kalkiil

Besser: f(n) € O(g(n)) bedeutet, dass es eine Konstante ¢ gibt, so
dass f(n) hochstens so schnell wachst wie cg(n).
» Was muss fiir ¢ gelten? ¢ > 0

» Fiir welche n soll die Aussage gelten? Fiir “hinreichend groBe”
n.

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

O(fi(n)) - O(fa(n)) = O((# - £2)(n))
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O-Kalkiil

O(f1(n)) - O(f2(n)) = O((f - £2)(n))

Sei g(n) € O(f1(n)) - O(f2(n))

= dgi1(n) € O(f(n)) : 3g2(n) € O(fa(n)) :
g(n) = g1(n) - g2(n)
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O-Kalkiil

O(f1(n)) - O(f2(n)) = O((f - £2)(n))

Sei g(n) € O(f1(n)) - O(f2(n))

= dgi1(n) € O(f(n)) : 3g2(n) € O(fa(n)) :
g(n) = g1(n) - g2(n)

der, 0 > 0:3dng1, ngo € Np &

Vie{1,2} :¥n> no; : gi(n) < cifi(n)
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O-Kalkiil

O(fi(n)) - O(f2(n)) = O((f1 - )(n))

Sei g(n) € O(fi(n)) - O(f2(n))

= dgi1(n) € O(f(n)) : 3g2(n) € O(fa(n)) :

g(n) = g1(n) - &(n)

der, 0 > 0:3dng1, ngo € Np &

Vie{1,2} :¥n> no; : gi(n) < cifi(n)

= Vn > max(no1, no2) : g1(n) - g&2(n) < cifi(n) - cafa(n)
= (ac)f(n) - f2(n),

da alle vorkommenden Zahlen groBer oder gleich 0 sind!
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O-Kalkiil

O(fi(n)) - O(fa(n)) = O((fi - £2)(n))
Sei g(n) € O(fi(n) - fa(n))
= 3c>0:3dng € Ny :Vn > ng : g(n) < cfi(n) - f(n)
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O-Kalkiil

O(f1(n)) - O(f2(n)) = O((f - £2)(n))
Sei g(n) € O(fi(n) - f2(n))
= dc>0:3dng € Ng:Vn>ng:g(n) <chi(n)- fa(n)
Wir setzen
1 falls n < ng

n)—=
&) cfi(n)  sonst.
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O-Kalkiil

O(fi(n)) - O(fa(n)) = O((fi - £2)(n))
Sei g(n) € O(fi(n) - fa(n))
= 3c>0:3dng € Ny :Vn > ng : g(n) < cfi(n) - f(n)

Wir setzen
1 falls n < ng
gi(n) =
cfi(n)  sonst.
und
g(n)/gi(n) falls g1(n) #0
g2(n):{()/() (n)
0 sonst.
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O-Kalkiil

Es gilt: Vn > ng : (g1(n) =0 <= cfi(n) =0) A (cfi(n) =0=
g(n) < 0= g(n)=0)
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O-Kalkiil

Es gilt: Yn > ng : (g1(n) =0 <= cfi(n) =0) A (cfi(n)=0=
g(n) < 0= g(n) =0)
Also gilt fiir alle n € Ng : g1(n) - g2(n) = g(n)
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O-Kalkiil

Es gilt: Yn > ng : (g1(n) =0 <= cfi(n) =0) A (cfi(n)=0=
g(n) < 0= g(n) =0)

Also gilt fiir alle n € Ny : g1(n) - g2(n) = g(n)

AuBerdem gilt: Vn > ng : g1(n) < cfi(n) = g1 € O(f) und

Vn > ng : go(n) < fo(n).
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O-Kalkiil

Es gilt: Yn > ng : (g1(n) =0 <= cfi(n) =0) A (cfi(n)=0=
g(n) < 0= g(n) =0)

Also gilt fiir alle n € Ny : g1(n) - g2(n) = g(n)

AuBerdem gilt: Vn > ng : g1(n) < cfi(n) = g1 € O(f) und

Vn > ng : go(n) < fo(n).

g2(n) = 0= g(n) < fr(n)v
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O-Kalkiil

Es gilt: Yn > ng : (g1(n) =0 <= cfi(n) =0) A (cfi(n)=0=
g(n) <0=g(n) =0)

Also gilt fiir alle n € Ng : g1(n) - g2(n) = g(n)

AuBerdem gilt: Vn > ng : gi(n) < cfi(n) = g1 € O(f1) und

Vn > ng : ga(n) < fr(n).

£2(n) = 0= go() < ()

g2(n) # 0= g(n) = g(n)/e1(n)

< chi(n)fa(n)/(ch(n)) = (n)
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O-Kalkiil

Allgemein: Es gibt eine Zahlenfolge (n1, na,...), so dass
f(n;)/g(n;) unbegrenzt und monoton waichst

= f(n) ¢ O(g(n))
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O-Kalkiil

Allgemein: Es gibt eine Zahlenfolge (n1, na,...), so dass
f(n;)/g(n;) unbegrenzt und monoton waichst

= (n) ¢ O(g(n)

Wihle zu festem ¢ > 0 ein i € Ny so, dass f(n;)/g(n;) > c gilt.
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O-Kalkiil

Allgemein: Es gibt eine Zahlenfolge (n1, na,...), so dass
f(n;)/g(n;) unbegrenzt und monoton waichst

= £(n) ¢ O(g(n)

Wihle zu festem ¢ > 0 ein i € Ny so, dass f(n;)/g(n;) > c gilt.
Wahle zu festem ng € Ny ein j > i so dass gilt nj > ng.
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O-Kalkiil

Allgemein: Es gibt eine Zahlenfolge (n1, na,...), so dass
f(n;)/g(n;) unbegrenzt und monoton waichst

= £(n) ¢ O(g(n)

Wihle zu festem ¢ > 0 ein i € Ny so, dass f(n;)/g(n;) > c gilt.
Wahle zu festem ng € Ny ein j > i so dass gilt nj > ng.

Dann gilt cg(n;) < (f(n;)/g(n;)) - g(n;) = f(n;).

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny
(Z) falls n > k
0 sonst
Behauptung: f € ©(n*)

nw—

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

(Z) falls n > k

0 sonst

Behauptung: f € O(n) und f € Q(n*)

nw—
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny
(Z) falls n > k
0 sonst
Behauptung: f € O(n¥):

nw—
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

. (Z) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € O(n¥):
Sei n > k.
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O-Kalkiil

k fest, f : Ng — Ny

(Z) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € O(n*):
Sei n > k.

ny __ n! _ Mk n+l—i k n _ .k
(0 = o = iy — <M g =n

nw—
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

(Z) falls n > k

0 sonst

Behauptung: f € O(n¥):

Sei n > k.

(0 = (n—nikl)lkl = nf:l%l_i <N g =n
= ng = k, c = 1 funktioniert.

nw—
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

P (k) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € O(n¥):
Sei n > k.
! 1—i
(0 = (n—rL)!k! =N, M= <N, § = o

fe{g:No =Ry |Vn>k:g(n) <1 nk}
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny
(Z) falls n > k

0 sonst

nw—

Behauptung: f € O(n¥):

Sei n > k.

(Z) = (n—nikl)lkl = nf:l%;_l = I_III'(:].% = n*
fe{g:No =Ry |Vn>k:g(n) <1 nk}
Q{g:No—>R3|EInOENOEICER+:

Yn > ng: g(n) < c-nk} = 0O(n*)
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny
(Z) falls n > k
0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):

nw—
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

. (Z) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n > k.
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

(7) fallsn>k
n—
0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n > k.
! —i —k
(1) = gt = My 20 > M 28k — (41— )

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

(7) fallsn>k
nw—

0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n > k.

! —i —k

(1) = gt = ML, 2584 > 1A 259k = (41— ko
Idee: Wenn n hinreichend groB, lasst sich (n+4 1 — k) durch 3
abschatzen.
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

. (Z) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n > 2k.
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

(Z) falls n > k
nw—

0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n > 2k.

:>k§g:>n+1—k2n+1—g:g+12

NI
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

P (k) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n > 2k

(k) = Tn—K)TkT k) = I'I > M AR = S (n 1= k)

k
Zk_lk( )k 1
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O-Kalkiil

k fest, f : Ny — Ny

P (k) falls n > k

0 sonst
Behauptung: f € Q(n*):
Sei n> 2k ‘
(") R = n+}_' > M P = (n+1— k)k
k 1
il kk( )
= ng = 2k und c= funktionieren.

(2k)
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(n%)
Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem I6sen.
Wie groB darf Problem sein?
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(n%)
Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem I6sen.
Wie groB darf Problem sein? — Unbekannt, m
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(n%)

Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem I6sen.
Neuer Rechner 8-mal so schnell:

Wie groB darf Problem sein?
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(n%)

Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem I6sen.
Neuer Rechner 8-mal so schnell:

Wie groB darf Problem sein? Ungefahr 2m
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(n9)

Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem I6sen.
Neuer Rechner k-mal so schnell:

Wie groB darf Problem sein?
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(n9)

Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem I6sen.
Neuer Rechner k-mal so schnell:

Wie groB darf Problem sein? Ungefihr vk - m

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(d")

Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem IGsen.
Neuer Rechner k-mal so schnell:

Wie groB darf Problem sein?
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O-Kalkiil

Algorithmus mit Laufzeit in ©(d")

Jede Woche soll der Algorithmus ein Problem IGsen.
Neuer Rechner k-mal so schnell:

Wie groB darf Problem sein? Ungefahr m + log, k

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil



O-Kalkiil

Wieso muss man bei O(log n) keine Basis angeben?
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O-Kalkiil

Wieso muss man bei O(log n) keine Basis angeben?
Va,b>1:log,n € ©(log,(n))
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O-Kalkiil

Wieso muss man bei O(log n) keine Basis angeben?

Va,b>1:log,n € ©(log,(n))
_ logon _ log,blogo,n _ log, b
|Oga(n) " logpba = logyblog,a T logya |ogbn
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Das wars fiir heute...

Themen fiir das neunte Ubungsblatt:
» O-Kalkiil

» Aquivalenzrelationen

Schones Wochenende!

Aufwandsabschatzung, O-Kalkiil
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